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Taller3

SENALES ALEATORIAS Y RUIDO

Problema 3.1El proceso aleatorio WS¥(t) tiene funcion de densidad probabilistica (fdp¥anne, con
media E[x(t)] = 1, desviacién estandar igual =% y funcion de la densidad espectral de potencia

(DEP) S, (w).
a) Especifique los limites para los cuales esta didiei proceso aleatorix(t).

En una funcién de densidad probabilistica constamtemos que el valor esperado y la varianza puede

b b—a)?
ser calculados en base B[x(t)] = ==, 0,2 = o)

esta definido el proceso aleatoki¢t).

. Dondea, b representan los limites para los cuales

a+b 1 b—a
1:—1 5:

2 144
Porlo quex =0,y b = 2.

b) Determine la funcion de DEP dg(t) = X(t) — X(t — T,) en funcién de la DEP d&(t),
realizando el analisis estadistico.

Syy(w) = F{Ryy(f)}
Ry, (1) = E[Y()Y(t +7)]
ElYOY(t+D] =E[(X(t) =Xt —T))(X(t+71) = X(t +71—Tp))]

E[Y(®)Y(t+1)]
=EX®X({t+1)—-XOX{t+1—-T) Xt —-T)X(t+1)+ Xt —-T)X({t+1—Ty)]

E[Y(®)Y(t+ 1)]
=EX®)X({t+1)]—E[X@®)X({t+1T—Ty)] — E[X(t —Ty)X(t+1)]
+E[X(t—Ty)X({t—Ty+ 1)]
E[Y@®)Y(t+1)] =Rxx(t) —E[X(®)X(t +7—Ty)] — E[X(t — Ty)X(t + 7)] + Ryx (1)
E[Y(©)Y(t +1)] = 2Ryx(t) — Ryx(t + Ty) — Rxx(t — Tp)

Si aplicamos transformada de Fourier a ambos lddda ecuacién obtendremos:
Syy (@) = 25xx(w) — e/°T0Syy(w) — e/ Syy (w)

Syy(w) = 2Sxx(w) — 2Sxx(w)cos(wTy)

Syy(w) = 2Sxx(w)[1 — cos(wTy)]



c) Determine la funcion de DEP dg(t) = X(t) — X(t — T,) en funcién de la DEP d&(t),
realizando el andlisis frecuencial.

Si analizamos el P.AY(t) como la salida o respuesta de un sistema LIT, igodis plantear que
Syy(@) = |H(jw)|2Sxx ().

L Y(w)
H09) =% Gw)
H(jw) = F{X (t)X—(;i)()t — To)}
X(w)(1—e om0
H(w) = (lw)g((].w; )

H(jw) = (1—e /@)
|HGw)|? = (1 - cos(a)To))2 + (sen(aJTO))2
|H(Gw)|? = 1 — 2cos(wTy) + cos?(wTy) + sen?(wT,)
|H(jw)|? = 2 — 2cos(wTy)
Syy (@) = 28y (W)[1 = cos(wTy)]
d) Calcule la potencia promedio total &), asuma qué&,=0,5seg R,(0) = 1, R,(0,5) = 0,25.
P total de¥ (t) = R,,,(0)
Ryy(0) = 2Ryx(0) — Rxx(0 + 0,5) — Rxx (0 — 0,5)
Ryy(o) = ZRXX(O) - RXX(OrS) - RXX(_OJS)
R,,(0) =2 —0,25 0,25
R,,(0) = 1,5 watts
Problema 3.2 Un proceso estocastico definido p#&it) = Acos(wyt) + Bsen(wyt) donde A y B

representan dos variables aleatorias estadistitamedependientes, ambas con funcion de densidac
probabilistica uniformemente distribuida erftrel: 1}.

a) Calcule la media temporal y la media estadistitpaeeso.

Media temporal de(t) = (X(t))
(X)) = —f_TC/ Acos(w,t) + Bsen(w,t)dt

(X)) = fTC Acos(wct)dt+f Tz Bsen(wt)dt
La media temporal del P.AX(t))=10

Media Estadistica d&(t) = E[X(t)]
E[X(t)] = E[Acos(w.t) + Bsen(w,t)]
E[X(t)] = E[Acos(w.t)] + E[Bsen(w,t)]
E[X(t)] = E[A]cos(w.t) + E[B]sen(w,t)



La media estadistica del P.AE[X(t)] = 0
b) Calcule la autocorrelacion temporal y la autocewigin estadistica del proceso.
Autocorrelacion Temporal:

T,

1

R, (t,t+1) = T—f_T/z X)Xt +1)dt
c Cz

1 (%
R, (t,t+1) = —f_ (Acos(a)ct) + Bsen(a)ct))(Acos(wc(t + 7)) + Bsen(w.(t + T)))dt

TC Tc/
R (t,t+ 1)
1 (2 42 B
= Ff 3 (cos(wcr) + cos(w. (2t + T))) + - (cos(wcr) —cos(w. (2t + T)))
cJ™ C/Z
+ ABsen(w.(2t + 7))dt
R (t,t+ 1)
1 (% (4> B? 4> B?
= —f —+ — |cos(wT) + | =— — = | cos(w.(2t + 7)) + ABsen(w.(2t
T, )1y \2 " 2 2 2
+ 7))dt
1[/A%2 B2 A% B%\ 1 AB
R.(t,t+71)= T [(7 + 7) cos(w,T)t + (7 - 7) Z—wcsen(wC(Zt +1)) — z—wccos(wc(Zt +
Tc
)|,
2
1 A? B?
R, (t,t+ 1) =—[T <—+—>cos(w T)
X TC c 2 2 c
2 BZ
R, (t,t+1) = (7 + 7) cos(w,T)

Autocorrelacion Estadistica:

R.(t,t+7)=E[X()X(t +1)]
R, (t,t+1)= E[(Acos(wct) + Bsen(wct))(Acos(wc(t + 7)) + Bsen(w,(t + T)))]
R,(t,t+ 1)
= E[Acos(w.t)Acos(w.(t + 7)) + Bsen(w.t)Bsen(w.(t + 1))
+ ABcos(w.t)sen(w.(t + 1)) + ABcos(w.(t + 7))sen(w.t)]
R (t,t+ 1)
= E[Acos(w.t)Acos(w.(t + 7))] + E[Bsen(w.t)Bsen(w.(t + 7))]
+ E[ABcos(wt)sen(w.(t + 7))] + E[ABcos(w.(t + 7))sen(w.t)]

Dado que las variables aleatorigs son estadisticamente independieitpéB| = E[A]E[B].
R,(t,t+ 1)

= E[A?]cos(w.t)cos(w (t + 1)) + E[B?]sen(w.t)sen(w.(t + 1))

+ E[A]E[B]cos(w.t)sen(w.(t + 7)) + E[A]E[B]cos(w.(t + 7))sen(w.t)
Dado que los valores esperados de las variablatwebsE[A] = E[B]=0.

R, (t,t + 1) = E[A?]cos(w,t)cos(w.(t + T)) + E[B?]sen(w.t)sen(w.(t + 7))

Dado que las variables aleatori$3 tienen igual varianza,? = o5% = 2



R, (t,t + 1) = o%cos(w,.T)

c) Analice los resultados obtenidos en (a), (b) y dige se puede concluir acerca de la
Ergodicidad y la Estacionaridad de dicho proceso.

El proceso aleatorio es WSS, ya §i&(t)] = 0, R, (t,t + ) = o*cos(w,T). Sin embargo, el proceso
aleatorio no es Ergddico ya que las funciones tiecatrelacion temporal y estadistica no son iguales

Problema 3.3Dada la sefial deterministi¢ét), con funcion de densidad espectral de potencia:
1 s s
S¢(w) = [1 Tl +n6(w _E) +n6(w +§)]

a) Realizando el analisis temporal, encuentre unaesim para la sefif{t), en términos de cosenos y
exponenciales que satisfaga la funcion de densispectral de potenck(w).

Aqui podemos plantear qug(w) = Sy, (w) + S, (w)

Ry (1) = FUS; () + S, ()}

Rf(T) = Rfl(T) + sz (T)

Ry = P Pt s (0 - 5) 4 o (0 + )

R:(7) = 1e"T' + cos (Er)
! 2 2

Para una sefial deterministjti@), la funcion de autocorrelacion se calcula de forenaporal:
T
1)
Rep(7) = lim — 7, f@Of(+71)dt

Se puede demostrar la correspondencia entre laieisigs sefiales deterministica y sus funciones de
autocorrelacion:

f1(£) = V2me~tu(t) tiene funcién de autocorrelacid, (z) =%e"f|
£, (t) =+/2cos (g t) tiene funcion de autocorrelaci®y, (t) = cos (g r)

Por lo quef (t) = V2me~tu(t) + V2cos (g t)

b) Realizando el analisis frecuencial, encuentre uaesion para la sefd(t), en términos de
cosenos y exponenciales que satisfaga la funci@edsidad espectral de potengjigw).

La funcién de densidad espectral de potencia desafial deterministica puede ser calculada como

_ IFGw)I?
Sf((l)) = _27_[ .

IF(jw)|? _[ 1
27 11+ w?

+n5(w—g)+n6(w+g)]

Tomando en cuenta qlie + b|? < |a|? + |b|?



1
1+ w?

|F(jcu)|2=27r[ +n5(a)—g)+n5(w+g)]

' w) = 2 |— §(w=-2)+76(w+2
Fjw)F(—jw) = ﬂ[1+w2+ﬂ (w—§)+n (w+§)]
Tomando en cuenta qlie + b|? < |a|? + |b|?, podemos plantear que;

|[F(jw)|? < |F,(jw)|? + |F,(jw)|?, y trabajamos con el minimo.

FUF(—j0) = 21 [ s v 2 5 (0= 3) + 6 (w4 5)]
F(jw) = —(1Tw) + V2 [6 (w —g) +6 (a) + %)]
P0) = s 4 3 [3 (0 +2) + 5 (0 D)

f(t) =V2me~tu(t) + V2cos (g t)

c) Determine la potencia total ¢f€t) en base a la funcién de autocorrelacion.

Potencia total d¢(t) = Rf(0)
1

R:(0) =3 +1

R¢(0) = 1,5 watts

d) Determine la potencia total ¢f€t) en base a la funcién de densidad espectral dagate
Potencia total d¢(t) = %ffooo S¢(w) dw

. 1 (oo 1 T b4
Potencia total d¢(t) = ;f_oo [sz + d (w - 5) + nd (w + 5)] dw
Potencia total d¢(t) = % [tan™ ! (w)|% + m + 7]
Potencia total d¢(t) = 1,5 watts

Problema 3.4 Sea la sefak(t) una funcién muestra de un Proceso aleatorio es@to en sentido
amplio, real y con valor esperado positivo. Tamisiéronoce que la funcion de autocorrelacion(dg es
R, (1) = A(7) la cual es periddica cdiy = 4.

x(t) o| HGw) = H(%) ()

cos (5mt)
Figura 1
a) En funcion del sistema de la Figura 1, y realizagidanalisis frecuencial determine la DEP y la
funcion de autocorrelacion get).

Dado que el sistema es LIT estable;(y) pertenece a un proceso aleatorio WSS, podremaosirague la
sefialy(t) también seré parte de un proceso WSS. La fun@odedsidad espectral de potenciarde),

Syy(w) = F{Ryy(T)}



Calculamos la funcién de densidad espectral denpiatale la sefial que se encuentra a la salidaltel| f
caracterizado pat (jw) a la cual llamaremas;, (t).

Sx, (w) = |H(jw)|*Sx (w)

k=1
n . s is
Sy, () = E,(Zl sinc? (k Z) 5 (w —k E)
Sy (@) g[o,% (0+ g) +8(w) +098 (w - g)]

S, (@) = % [le(jw) ] 72T_7'[ [6(w + 57) + 8(w — 5n)]]

1
Syy(w) = Z [Sx1(w + 57) + Sy (w — 5m)]
S, (@) ==[098 (0 + 51+ =) + 8(w + 57) + 0,96 (@ + 57 — =) + 0,96 (@ — 57 + =) + §(w — 5
y(a))—g[, (w+ T[+§)+ (w+5m) +0, (a)+ T[—E)-}- , (a)— T[+E)+ (w — 5m)

+ 0,96 (a) — 51 — g)]
La funcion DEP de&'(t);

T 11m 91 O
Sy(w) = 3 [0,96 (a) + T) + 6(w + 5m) + 0,95 (w + 7) + 0,96 (w — 7) + 6(w — 5m)
11m
095w 17)]

Ry(1) = F_l{Syy(w)}
La funcién de autocorrelacion dét) sera:

1 11m 97
R, (1) = 3 [0,9605 (T T) + cos(5mt) + 0,9cos (7 r)]

b) En funcién del sistema de la Figura 1, y realizagidandlisis estadistico determine la DEP y la
funcion de autocorrelacion get).

La sefial a la salida de sistema filtro pasa bej¢s), tienefuncion de autocorrelaciaR, (7).

Ry, (t) = Ry () * h(7) * h(—7)
Dondeh(t) representa la respuesta al impulso de filtro pagss evaluada en= .

wo =[] (75

sen(0,7577)

i

h(t) =2
h(t) = 1,5sinc(0,7577)
h(—1) = 1,5sinc(0,75m7)

R, (1) = R, (1) * 1,55inc(0,757t) * 1,5sinc(0,757T)



S1(w) = F{R,(t)}F{1,5sinc(0,75nt) }F{1,5sinc(0,7577)}

Sy (@) = %[0,95 (w + g) + 6(w) + 0,96 (‘U - g)]

Ry (1) = F7H{Sxu (@)}

U 1
Ry1(t) = 0,45co0s (ET) + Z

R,(r) = E[Y(®Y(t +1)]

Y (t) = X,(t)cos (57t)

R, (t) = E[X,(t)cos (5mt)X;(t + T)cos (5m(t + 7))]

R, (t) = E[X1(t)X1(t + T)cos (5mt)cos (5m(t + 7))]

En este punto podemos asumir independencia egtadistreX; (t) y cos(5mt).

R, (1) = E[X1(t)X1(t + 7)]E[cos (5mt)cos (5m(t + 7))]

cos (5m7)
Ry (1) = E[X; (DX, (t + D) ————

R, () = (0,45005 (g T) + %) C()S(zﬂ

1 s 1

R, (1) = 5 (0,45cos (E T) cos (5m7) + 7608 (Snr))
1 s s 1

R, (1) = 2 <0,45 (cos (ET + 57T‘L') + cos (ET - 57T‘L')) + 5 ¢cos (57TT)>
1 s s 1

R, (1) = 2 <0,45 (cos (ET + 57T‘L') + cos (ET - 57T‘L')) + 5 ¢cos (Snr))

1 11m 97
R, (1) = 3 [0,9605 (T T) + cos(5mt) + 0,9cos (7 r)]

Al aplicar transformada de Fourier en ambos lagokacuacion obtendremos la DEPyde).
T 11n O 91
Sy(w) = 3 [0,96 (a) + T) + 6(w + 5m) + 0,95 (a) + 7) + 0,96 (a) — 7) + 6(w — 5m)

11nm
+ 0,95 (w - T)]

c) Determine la medi&[Y (¢)] y la varianzas? dey(t).

En este punto debemos asumir ge) es ergddico, ya que en el enunciado indicanatieuna
funcién muestra de un Proceso Aleatorio y la Ufocaa de que una funcién muestra caracterice el
comportamiento del todo el P.A. es si este es ézgota media d& (t), E2[Y(t)] = 0 esto se debe a
que no existen deltas en el origen de la funcioR BEw).

Por lo que la varianza dgt), a2 = E[Y?(t)] — E*[Y(t)]
¢ = Ry (0) — E*[Y(1)]
oy = R, (0)

1
Ry(0) =5[0.9+1+09]
R,(0) = 0,35 watts



Problema 3.5 Se tiene un proceso aleat(y Gausseandf(t), el cual es WSS de media nula y flon de
densidad espectral de potengjgw) tal como se muestra en la FiguraA2partir de M (t) se construye
otro proceso aleatorig(t) = M(t) cos(w,t) + M(t) sen(w,t), dondeM(t) representa la transformada
Hilbert deM (¢t).

Nota: Para la solucion asunwasiguiente

* W, > Wy
o EMOME+1)]=-E[MEOM(t+ 1]

A Sy(w)

8‘!

—g Wo

Figura2
a) Determinesi el proceso aleatorX(t) es WSS.

Para verificar la Estacionaridad del P.A. debemalsutar su valor esperacE[X(t)] y su funcion de
autocorrelaciork [X ()X (t + 1)].

E[X(©)] = E[M(t)cos(w.t) — M(t)sen(w t)]
E[X(t)] = E[M(t)]cos(w.t) — E[]W(t)]sen(wct)
Dado queE[M ()] = 0, E[M(t)] = 0 por lo que;
E[X(0)] =0

E[X(OX(t +1)] = E[(M(t)cos(w.t) — M(t)sen(w t))(M(t + t)cos(w.(t + 1)) — M(t +
t)sen(w.(t + 7)))]

E[X(OX(t +1)] = E[M()M(t + t)cos(w t)cos(w.(t + 1)1 + E[M(O)M(t + t)sen(w t)sen(w(t +
)] E[M(t)M(t + T)cos(wct)sen(wc(t + ‘L'))] — E[M(t + )M (t)cos(w,(t + T))sen(wct)]

Ahora utilizaremos los datos proporcionados emeheiado para simplificar algunos térmi de la
ecuacion correspondiente a la autocorrelacic¢X (t).

« SiM(t) es WSSM(t) tambien lo sed, ya que el transformador de Hilbert puede seridersdo
como un sistema LIT.

o Sy(jw) =Si(jw), en base a lepropiedades de la tramsmada de Hilbet

* Ry(1)=Ry(7t),en base a las propiedades de la transformadallokert

Rx(x) = E[M()M(t + 1)]cos(w t)cos(w(t + T)) + E[M()M(t + 7)|sen(w t)sen(w.(t + 7)) —
E[M(t)M(t + T)]cos(wct)sen(wc(t + ‘L')) — E[M(t + T)M(t)]cos(wc(t + 7))sen(w,t)

Ry (1) = Ry (t)cos(w,t)cos(w.(t + 7)) + Ry (t)sen(w.t)sen(w.(t + 1)) — E[M(t)M(t +
T)]cos(wct)sen(wc(t + T)) — E[M(t + T)]W(t)]cos(wc(t + 7))sen(w,t)

Ry (1) = Ry (1)[cos(w t)cos(w.(t + 1)) + sen(wt)sen(w.(t + 7))] — E[M(t)]VI(t +
7)] % [sen(wcr) + sen(wc(t + T))] — E[M(t + T)M(t)] % [sen(—wcr) + sen(wc(t + ‘L'))]



Como dato nos indican qEM ()M (t + t)| = —E[M(t + ©)M(t)], lo cual puede ser demostrado de la
siguiente forma:

o E[M®M(t+1)] = E[M(EOM(t +1)] * (n(it))

= RM(T) * _i
o E[M@®OM(t+1)]=EMOM(t+1)]* (%)
= RM(T) * (%)

o E[M®OM(t+1)]=-E[MEOM(t+1)]

Sustituyendo en la expresion de autocorrelacidki(dg obtendremos:

Rx(1) = Ry(¥)cos(w.t) — E[M()M(t + 7)] % [sen(w.T) + sen(w(t + 1)) + E[M(O)M(t +
7)] % [—sen(w.T) + sen(w.(t +1))]

Ry (1) = Ry (t)cos(w,T) — E[M(t)M(t + T)]sen(wcr)

Rx(7) = Ry(t)cos(w.7) + Ry (t)sen(w,T) * (L)

(7)

Dado que el valor esperado X&) es constante y su funcion de autocorrelaciondepende de
podemos afirmar que el P. A. es WSS.

b) Determine la funcién de autocorrelacionXig).
Es la misma expresion que calculamos eR{d)) = Ry (t)cos(w.T) + Ry (t)sen(w,T) * (n(lr)).

c) Determine la funcién de densidad espectral de p@eteX(t).

Al aplicar Transformada de Fourier a la expresiéradtocorrelacion d€(t) obtendremos su funcién
DEP.

Sx(w) = F{Rx (1)}

Sx(w) =F {RM(T)COS((UCT) + Ry (t)sen(wT) * (n(lr))}

Sx(@) = L2 4 7[5(0 = 0e) + (@ + @] = jsgn(@) L2 52 [5(w - wc) = 8(w + 0]

21
Sx(@) = 222 4 [5(w — @) + 8(w + w)] — sgn(@) 22+ [5(w — w,) — 8(w + w,)]
Sx(@) = 2 [Su (@ — c) + Sy(w + w)] - sgn(w) 222« [5(w — w.) — §(w + w;)]

d) Determine las expresiones de la Envolvente y l@ BaX (t) en funcion deM (t).

X(t) = M(¢t) cos(w,t) + M(t) sen(w,t)

V() = \/(M(t))z +(m©)



_1 (M)
@(t) = —tan™! (W)
e) Determine la potencia d&(t), si se conoce gue la potenciaMét) es de 1wat

Para determinar la potencia Bét) debemos graficar su funcién de DEP, determil area bajo la curva
y escalarla po%. Lo anterior lo podemos realizar a partir de la DEIM (t) que proporcionan como de
en el enunciado.

4 Sy(w)

A

-
Lall
—wy wo ®

*[6(w — o) = 8(w + wc)]

1 Su(
5¢@) = 3 15w ~ 00) + Su(w + 0] - sgn(w) 472

Separamos la expresiéon en dos partes para faeilitaralisis
Sx(w) = Sy, (w) + Sx, (w)

1
Sx, (@) = Z[Su(w — w) + Sy (w + w,)]

Sy (@) = —sgn(w) 222 s [5(w — w) — 8(w + )]

La grafica correspondienteSg (w) seria;

N
N |

e
(o)
Sv

—W, 0

La grafica correspondienteSg, (w) seria;
A

2

N




Al combinar ambas graficas obtendremos;

A A

[
»

—W, 0 W, w

Por lo que la potencia d&(t) seré igual a la potencia @&t), ya que el area bajo ambas curvas es igual a
1watt.



